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Abstrak

Pada artikel ini dibahas model matematika tipe SEIR untuk menggambarkan penyebaran penyakit infeksi dengan adanya
penyembuhan ca tanpa adanya kekebalan terhadap infeksi tersebut. Pada model penyebaran penyakit, populasi dibedakan
menjadi empat subpopulasi yaita subpopulasi suseptibde (subpopulasi individu yang rentan terhadap penyakit), subpopulasi
exposed (subpopulasi individu yang terinfeksi namun belum menunjukkan tanda-tanda mengidap penyakit), subpopulasi
anfected (subpopulasi individu g terinfeksi serta dapat menularkan penyakit) dan subpopulasi recovered (subpopulasi individu
yang sembuh dari penyakit). Dalam model epidemik masa inkubasi disebut periode laten (exposed). Adanya periode laten erat
kaitannya dengan model epidemik SEIR. Penyebaran penyakit sangat luas, sehingga dilakukan kontrol untuk
meminimumkan subpopulasi /nfected dengan cara memberikan obat pada subpopulasi tersebut, serta meminimumkan biaya
dari obat tersebut terhadap subpopulasi infécred. Sedemikian hingga subpopulasi terinfeksi berkurang dan subpopulasi recovered
akan bertambah dengan biaya pengobatan yang minimum. Untuk membentuk model kontrol adalah memebentuk
Persamaan Pontriagin, kemudian menurunkan Pontriagin Hamiltonian terhadap kontrol, selanjutnya hasil turunan kontrol
tersebut disubstitusikan kedalam Hamiltonian, sehingga diperoleh Hamiltonian Optimal. Dalam menentukan State dengan
cara menurunkan Hamiltonian Optimal terhadap SEIR dan untuk menentukan Co-State dengan cara menurunkan
Hamiltonian Optimal terhadap masing - masing nilai batas akhir yang bebas. Simulasi yang digunakan dengan Seftware
Matlab berbantuan roolbox BVP4C. Berdasarkan hasil simulasi tersebut, diperoleh bahawa subpopulasi terinfeksi mengalami
penurunan mendekati nol, namun untuk subpopulasi yang sembuh mengalami kenaikan yang tinggi. Sedemikian hingpa
kontrol yang diberikan untuk pengendalian model penyebaran penyakit sangat efektif.

Kata Kunci: Model SEIR, Pengendalian Optimal, Pontriagin.

EBstract

1 this article we disenss a mathematical model of z‘bape SEIR to deseribe the spread of infections diseases in the presence of healing and withont
any resistanee to the infection. In the disease spread model, the population is divided into four J&apnias‘iam, wamiely siesceptible subpopdations
(sulpapulations of individuals susceptible to disease), exposed sulpopulations (tubpopulations of infected individuals who bave wot yet shown signs
of disease), infeaed subpopulation (subpopulation of infected individuals ra transmitting diseases) and recovered subpepulation (subpepulation of
andividials recovering fmﬂzam_fe ). i the epidentic model the incabation period is called the exposed period. The latent period is closely related to
the SEIR epidenric model. The spread of the disease is very extensive, 5o control is carvied out to miinimize infected subpopulations by giving drugs
ta the subpopulation, and winimizing the cost of the drug to the infected sulbpapulation. So that the infected subpopulation decreases and
sulpapudation recovered will increase with meinsine meedical costs. To forme a control model is to form the Poutryagin Equation, then decrease the
Hamiltonian Pontryagin to the control, then the control derivative is substituted into the Haneiltonian, so that the Optimal Hamiltonian is
obtaived. ln determining the State by deorcasing the Optimal Hamiltonian w8BIR and to determine Co-State by decorasing the Optinal
Hamiltonian for each free final valwe. Simulation used with Matlal Software. d o the simulation results, it was ﬁamﬁt the infected
sulpapulation bad decreased to near zero, but for the recovered sulpopidations it bad a bigh iverease. So that the control given for controlling the
spread of the disease model is very effective.

Keywords: SEIR Madels, Optimal Control, Pontryagin.

1. PENDAHULUAN vang tidak terkontrol mengakibatkan kondisi yang
Penyakit adalah suatu ganggnan kesehawman yang disebut epidemi.

dapat terjadi karena beberapa penyebab seperti Epidemi adalah kejadian tersebarnya penyakit
keturunan, kur@lg gizi, kecelakaan, bakrteri, dan menular  dalam  masyarakat  yang  jumlah
virus. Penyakit secara umum dapat dibagi menjadi penderitanya meningkat secara nyata melebihi
[ jenis, yaitu penyakit menular dan penyakir tidak keadaan yang lazim pada waktu dan dacrah tertcfju.
menular. Penyakit menular dapat menyebar melalui Jika penyebaran penyakit tersebut tidak lenyap dan
kontak langsung maupun tidak langsung, sehingga jumlah orang yang terinfeksi sudah tidak meningkar,
dapat mengakibatkan infeksi vang berperan pada maka suatu penyakit dikatakan berada dalam
penyebaran penyakit. Penyebaran penyakit menular Badaan endemi. Model matematika merupakan

salah sata alat yang dapat digunakan untuk
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mempelajari  dinamika  penyebaran  penyakit
menular. Beberapa contoh model matematika yang
digunakan untuk mengetahui pola penyebaran
penyakit antara lain model SI, mod@‘ils, model
SIR, model SEIR, dan secbagainya. Model-model
tersebur  memiliki  karakteristik  vang  khas
berdasarkan jenis dan bentuk penyebaran penyakit
menular yang diamati.

Model SEIR merupakan salah samn model epidemi
vang menggambarkan penycbaran penvakit infeksi
dengan adanya periode laten. Pada model SEIR
populasi dibedakan menjadi empat subpopulasi
yairu subpopulasi susceptible atau subpopulasi yang
rentan terhadap penvakit, subpopulasi exposed atau
subpopulasi  dalam periode laten, subpopulasi
infected atau subpopulasi yang terinfeksi dan dapat
menularkan penyakit, dan subpopulasi recovered
atau subpopulasi yang sembuh. Subpopulasi rentan
berpindah ke subpopulasi exposed ketika terjadi
kontak antara subpopulasi rentan dengan periode
laten, subpopulasi rentan dengan subpopulasi
terinfeksi, dan subpopulasi rentan  dengan
subpopulasi sembuh. Dalam hal ini, penvakit yang
dapat dikategorikan dalam model SEIR adalah
penyakit yang memiliki perode laten (penyakit yang
menunjukkan wmnda — tanda gejala dalam waktu
tertentu).

Dewasa ini, penyakit menular sangat berancka
ragam, misalnya penyakit yang sering terjadi dan
dapat dibenwk dalam model matematika SEIR vaitu
demam berdarah. Penyakit Demam Beradarah atau
sering disebut DBD  merupakan penyakit vang
sering terjadi di belahan dunia khusunya Indonesia.
Dalam penyebaran penyakit DBD sangat mudah
menularkan ke individu lain, schingga perlu adanya
penanganan  khsuus  dalam  meminimumkan
penyebarannya. Salah satunya dengan memberikan
obat (vaksin) untuk meminimukan penyebarannya,
namun juga perlu memperhatikan biaya yang
dikeluarkan. Sedemikan hingga, untuk meminumkan
biaya pengobatan tersebut juga perlu dikontrol.

Guihua Li*, Zhen Jin (2004) membahas kestabilan
global dari model epidemic SEIR dengan adanya
fEJiode laten. Rohmah, dkk (2017) membahas
simulasi model penyebaran virus ebola antr dua
Negara dengan model Matemn SEIR. Fatmawarti
dan Tasman (2015) membahas strategi kontrol yang
optimal untuk mengurangi penyebaran resistensi
malaria.

Pada penelitian ini dibahas mengenai pengendalian
opimal penyebaran penyakit. Pengendalian optimal

dilakukan  untuk  meminimumkan  adanya

penyebaran penyakit menular dalam model SEIR.

Dalam  hal ini, untuk meminumkan adanya
s ¥

penyebaran penyakit menular, diberikan kontrol
pada subpopulasi terinfeksi dengan pemberian obat.

Meminumkan biaya dalam pengobatan  juga
diperimbangkan dalam model penyebaran penyakit
ini. Untuk pengendalian optimal dalam model SEIR
dengan Pontriagin.  Selanjutnya, model vang
diperoleh dilakukan simulasi Matlab berbantuan
toolbox BVP4C. Hasil simulasi bertujuan unmk
menunjukkan grafik pola penyebaran penvakit yvang
telah dikontrol dan grafik kontrol.

2. METO

Merodologi yang digunakan untuk mencapai mjuan
dari peneclitian ini adalah menentukan  fungsi
objektif dengan meminimumkan biaya, dimana
dalam permasalahan ini penyebaran penyakit
menular sangat luas sehingga perlu  adanya
pemberiarffaksin untuk menurunkan penyebaran
penyakit. Adapun langkah — langkah yang harus
dilakukan untuk pengendalian optdmal adalah
sebagai berikut.

Cara I: Pembentukan fungsi Pontriagin H

HQx(6),u(t),A(0), 1)
=V&(0),u®),t)
+A'(Of (x(t), u(®), t)

Cara II: Meminimumkan H dengan u(t)

(Z—Z) = 0danu'(£) = h(x*(£), 2" (), t)
Cara III: Menggunakan hasil dari cara I kedalam

cara I, kemudian menentukan optimal H*
H*(x*(£), h(x™ (1), 47(D), £), A" (1), )
=H"(x"(0,4(O, 0
Cara IV: Menyelesaikan himpunan 2n Persamaan

diferensial

(0 =+ (%) don 120 = - (&)

Dengan kondisi awal xg dan kondisi akhir

H* oS ) Sy A ’5 =0
[ +aLf y+|(5) O 0T

Cara V: Substitusikan solusi dari x*(¢),A"(t) dari
cara IV kedalam bentuk pengendalian optimal

w*(t) dari cara I1
(Naidu, 2002).

Langkah selanjutnya, dilakukan simulasi dengan
Software Matlab berbantuan Toolbox BVP4C untuk
menunjukkan grafik penyeberan penyakit vang
dikontrol.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Berdasarkan paper yvang ditulis Guihua Li*, Zhen
Jin (2004) dibentuk suatu model Matematika SEIR
untuk menunjukkan pola penyebaran penyakit. Pada
penelitian ini dibentuk model penyakit SEIR yang

dikontrol.  Untuk diagram kompartmen dalam
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model penyebaran penyakit yang dikontrol adalah
sebagai berikur.

B-B -8 = ¥ [ kdu
A = § E 1 R

@y @ @ ay

Gambar 1. Diagram Kompartmen Model
penyebaran Penyakit (SEIR) dengan kontrol

Dari Gambar 1 dapat dibentuk model matematika
SEIR dengan kontrol sebagai berikut.

ds A— B,SE — B,SI — PSR

% - — ;S M
dE _ B,SE + B,S1+ B3SR ©
? B - (r+a)E
o = E—lrarwl €
dR
T = Kkl —asR+ul “
Keterangan:
S = Subpopulasi rentan penyakit
E = Subpopulasi inkubasi (pada periode
~  laten)
I = Subpopulasi terinfeksi
R = Subpopulasi penyembuhan
A = Angka Kelahiran
_ Rate Kontak antara subpopulasi
b = susceptible dengan exposed
_ Rate Kontak antara subpopulasi
p2 = susceptible dengan infected
_ Rate Kontak antara subpopulasi
bs = swsceptible dengan recovered
a; = Rate kemartian pada susceptibie
a, = Rare kematian pada exposed
@z = Rate kematian pada infected
@, = Rate kematian pada reavered
¥ = Rate subpopulasi exposed yang masuk
kedalam subpopulasi infected
k= Rate subpopulasi ufected yang masuk
kedalam subpopulasi recovered
u = Kontrol

Langkah sclanjutnya vaim menentukan fungsi
Objektif  dengan  memberikan  obat  pada
subpopulasi terinfeksi dan meminimumkan  biaya
pengobatan. Adapun fungsi Objektif dalam model
penyebaran penyakit adalah sebagai berikut.

Ly

2
Juy = J-(HP'TU)&

t
Selanjutnya untuku mengoptimumkan fungsi objektif
tersebut terhadap kendala yang diberikan, dapat
diselesaikan dengan [Ensip Pontriagyn. Untuk
menyelsaikan masalah tersebut, ada beberapa cara
yang harus dilakukan, yairu:

Cara I: Membentuk Fungsi Pontiagrin H

H = V4+Af
dS dE diI dR 2 2
E!EJ E'E'u(t)’ l(t): 2(

V(u(®))

+Af (dS (), dE(t), dI(t), dR(t

I+ p'Tuz+ill(A — B, SE — B,SI —

BaSR — a18) + (P SE +

= PySI+B3SR—(y + az)E) + ()
Az(YE — (k +az +w)) +
;'.4 (kl‘ - a;;R ‘I‘ ul(}

Cara IT: Menentukan bentuk u” (t)

dH
— =0
Ju
= P*u—l3l+l4l
Al — A4l

P

Cara III: Menggunakan hasil dari cara I kedalam
cara I, tentukan optimal H*

*(ds* dE™ dI* dR

E JE :a JE J‘ll(t)l‘lZ(t)! ‘13(t)1‘14(t))

L1 agl = Al
_H'ZP( P )
+41(A — B1SE — B,SI — B3SR — a1 5)

+2A;(B1SE 4 2SI + B3SR — (¥ + a,)E)

Azl — Ayl
+/13 )’E— k+l‘13 +(T) 1
Agl—Ayl
+2a (Kl — aR + (2220) 1 ®)
Cara IV: Memperoleh bentuk Persamaan State dan

Co-State, adapun bentuk state adalah sebagai

berikut.

OH"  J(A— BSE — B,SI — BaSR
— = -z )
A, a,5)
ol + (BLSE + B,S! + B2SR
- -y (10)

2 +ay)E)

Agl?
+H =)+ GE
P
o _ —(k+ (1)
o (k + az
+DD
)

oH + 2al 4kl —a,R + L 12
— f— — a —
02,4 P T p (12

Untuk bentuk Co-State adalah sebagai berikut.
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dH"
as = —(('1114 _111»815 - '11;82]
—11B3R —aq) (13)
+ (A2 B1E + AP0
+ 233R))
dH"*
AE = —(h S+ (A58 (14)

= (Ay +,03) + A3)
aH" 22— 22
= U+ 1252 ) =4S

+ lzﬁzs - ;].3!( —1131‘13

_, A51 — AaAy ]
P

Ayl — 431
+ Ak +2 (=

(15)

JoH

3R = (MBS + 4235 + Aaas)
Berdasarkan Persamaan 1 hingga Persamaan 4,
kemudian dilakukan penyelesaian masalah dengan
Prosedur Pontriagin, diperoleh bentuk State dan
Co-State seperti Persamaan (9-16). Selanjutnyta
dilakukan simulasi dengan Software Matab
betbantuan Toolbox BVP4C. Parameter yang
digunakan untuk simulasi ini adalah sebagai berik

(16)

s = 80
E = 40
1 = 25
A = 165
B4 = 0.001
B = 0.1
Bs = 0.002
¥ = 1.2
k = 0.4
ay = 0.1
s = 0.2
[2 4] = 0.1
a, = 02
p 1
Berdasarkan parameter — parameter tersebur,

selanjutnya  digunakan simulasi dengan bantuan
BVP4C, diperoleh  grafik  sebagai  berikut

Gambar 2. Grafik Pengendalian Optimal Model

Penyebaran Penyakit

Berdasarkan Gambar 2, terlihat bahwa subpopulasi
removed mengalami kenaikan yang paling tinggi
dibandingkan vang lain. Subpopulasi Infected
mengalami penurunan mendekati nol, sedangkan
subpopulasi susceptible lebih tinggi dibandingkan
subpopulasi exposed. Dalam hal ini, pemberian obat
bagi penderita demam berdarah sangat efektif jika
dilihat dari Grafik tersebut. Dilihat dari subpopulasi
infected vyang ditunjukkan pada Gambar 1,
mengalami penurunan hingga mendekati nol. Pdaa
penelitian ini  bertujuan untuk meminimumkan
adanya penyebaran penyakit demam berdarah
dengan meminimumkan biaya pengobatan. Jadi
vang dilakukan pengendalian optimal adalah
penyebaran penyakit yaitn subpopulasi infected.
Untuk menunjukkan Grafik Kontrol dalam Model
penyebaran penyakit adalah sebagai berikut.

Gambar 3. Kontrol

Berdasarkan Gambar 3, terlihat bahwa Grafik
menunjukkan penurunan. Dalam hal ini, Grafik
vang terbentuk merupakan hasil dari fungsi objektik
vaitu dalam Persamaan 5. Pada penelitian ini, fungsi
objektif vang dinginkan adalah meminimukan
penyebaran penyakit vairu dilakukan kontrol pada
subpopulasi terinfeksi, namun memperhatikan juga
adanya biaya. Sedemikian hingga, pada pengendalian
optimal (kontrol) juga meminimumkan biava yang
dibutuhkan untuk pemberian obat.

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas, untuk
melakukan kontrol pada penyebaran penyakit
dengan model SEIR dapat dilakukan dengan
prosedur Pontriagin. Selanjutnya diperoleh model
state dan Co- State yang digunakan untuk simulasi.
Hasil dari simulasi tersebut, menunjukkan bahwa
grafik  penvebaran penyakit setelah dilakuakn
kontrol, pada subpopulasi terinfcksi mengalami
penurunan  hingga mendektai nol
hingga, subpopulasi yang sembuh mengalami
kenaikan. Berarti bahwa kontrol (pemberian obat)
vang diberikan efektf untuk meminimukan
subpopulasi terinteksi, karean pada subpopulasi
terinfeksi mengalami penuranan.

Sedemikian
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